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FISA DE LUCRU - Metoda lui Cramer de rezolvare a sistemelor liniare
Cls. a Xl-a (Tehnician in activitati economice)

Profesor Bianca Cioc

Recapituland urmitoarele:
Definitie
Un sistem n care fiecare ecuatie este de gradul | cu una sau mai multe necunoscute se
numeste sistem de ecuatii liniare.
Forma generala a unui sistem de m ecuatii Cu n necunoscute Xi,Xa,..., X, este:
a11X1 + 21Xy +a3x3 + ..+ apXy, = by
A1Xq + 232Xy + Ax3X3 + ..+ aypX, = by m.neN
Am1X1 + apeXy + ap3X3 + .+ appXn = by

Acestui sistem i se pot asocia doua matrice:

aj; Qg Ain

. .. . . dz1  Qzz ... QA
e matricea A a coeficientilor sistemului: A = "
am1 am2 Amn

e matricea A extinsd a sistemului, care se obtine adiugind la matricea

coeficientilor sistemului 0 coloana formata din termenii liberi ai sistemului:

aj;, Qi .. Qi by

1 — a21 a22 nen ClZn bz
A=

Am1 Amz - Qmn bm

Definitia 1

Se numeste solutie a sistemului de mai sus, 0 multime ordonata de n numere care
atribuite respectiv necunoscutelor X;,Xz,..., Xn , verifica toate cele m ecuatii.

Definitia 2

Un sistem se numeste compatibil daca are cel putin 0 solutie si Se numeste
incompatibil daca nu are solutie. Daca sistemul admite o0 singura solutie, Se spune ca este
compatibil determinat, iar daca admite mai multe solutii se numeste compatibil nedeterminat.
Daca toti termenii liberi ai sistemului sunt egali cu zero sistemul se numeste omogen. Doua

sisteme sunt echivalente daca au aceleasi solutii.



Teoreme

Teorema 1 (Kronecker-Capelli) Un sistem de ecuatii liniare este compatibil daca si
numai daci rangul matricei sistemului, A, este egal cu rangul matricei extinse, A
(rang A=rang A)

Teorema 2 Un sistem de ecuatii liniare este compatibil determinat daca si numai daca
rang A=rang A =n.

Pentru un sistem liniar de n ecuatii cu n necunoscute, enuntul dat de Teorema 2 poate
fi reformulat astfel: Un sistem de n ecuatii liniare cu n necunoscute este compatibil determinat
daca si numai daca det A # 0.

Metoda lui Cramer de rezolvare a sistemelor liniare

Un sistem liniar de n ecuatii cu n necunoscute se numeste sistem Cramer daca
det A #0, unde A este matricea coeficientilor sistemului.

Rezulta ca orice sistem Cramer are solutie unica (este compatibil determinat). Pentru
determinarea solutiei se procedeaza astfel:

1. Calculam det A pe care 1l notam cu d sau cu A (det A =d = A).

2. Calculam determinantii, Ay, = dxj, j =1, 2, .., n, obtinuti astfel: in matricea A se
inlocuieste coloana j cu coloana termenilor liberi si se calculeaza determinantul matricei
obtinute.

. dx] . .
3. Se exprimd necunoscutele cu formula: x; = — = 1,2, ..., n, (regula lui Cramer).

In general, sistemul de doui ecuatii de gradul intdi cu doud necunoscute:

A11X1 + Q12X = b . I i1 Az
{ wer 22 ' care are matricea coeficientilor A = ( ) cu det A # 0 este
Az1X1 + Ap2X2 = by G21 G2

sistem Cramer si se rezolva astfel: det A=d =A = a;;1a,, - a1,a;;.

by a a b
1 12 . 11 bq
d, = =b,a,, —a,b, sid, = =a, b, — a,b;.
X1 b, ay, 1422 1202 $1 Ay, ay, by 1102 2101
. = dx; _ biazz—aqzb; _ Ay, _  agiby—az;by
11— —; — y A2 — T T
d a11Qz — A12021 d a11Qz3 — 12021

Tn general, sistemul de trei ecuatii de gradul intéi cu trei necunoscute:

ay1%; + A12%; + ag3x3 = by a1 Q12 Qi3
Ay1X1 + AyX, + ay3x3 = b, care are A = | Gz1 Qzz Qz3 |, cu det A # 0, este
a31X1 + a32x2 + a33x3 = b3 a31 a32 a33

sistem Cramer si se rezolva parcurgand aceleasi etape: d = det A=A

by ai; a3 a;1 by ag3 a;; QA by
dy, = b, az as; ; dy, = [@21 b, a3 vy, = (@21 a2 b, |
b; as; as;s as; bs assz az; dasy bs
dy d d
1. X2 X3
X1 = —, X —, Xq = —
1 d’ 2 d’ 3 d



Rezolvati urmatoarele sisteme prin metoda lui Cramer:

l {le+3x2:7
) 3x1+2x2=10
3x1—3x2 +4‘X3 = 2
2. { le+7x2 —4‘X3 =5
—9x1+9x2—20x3 = _7
3 {mx1+x2=m+11meR
Xp—mx, = 1—m

4. Determinati valorile parametrului real m, astfel incat urmatorul sistem sa

x+4y =10
fie de tip Cramer: {43/ —7z= 13
4x +mz =6

5. Determinati valorile parametrului real m, astfel incat urmatorul sistem sa

x+3y—z=15
nu fie de tip Cramer:{ 2y +2z= 8
mx —2y =5

6. Determinati multimea valorilor parametrului real m pentru care sistemul

m—Dx+y+z=20
urmator are numai solutii nule: x—2y+z=20
x+2y+(m+1)z=0

Barem de corectare

Exercitiul 1

1. Matricea coeficientilor sistemului este A = (g ;) ........................ 3,75p

2. Determinantul sistemului este A = |§ g =D 3,75p

3. Sistemul este compatibil determinat (Cramer) pentruca A#0 ........... 3,50 p
_ 17 3|_.

4. A, = |1o 2|_ 16 e 3,75p
_12 7|_.

5. Ay,= 3 10l L 3,75p

e My 16 _Ap 1
6. Finalizare x; = =X T T 3,75p
O T AL e 225p



Exercitiul 2

3 -3 4
1. Matricea coeficientilor sistemului este A = ( 5 7 -4 ) ......... 3,75p
-9 9 =20
3 -3 4
2.  Determinantul sistemului este A= | 5 7 —4|=-288.............. 3,75p
-9 9 =20
3. Sistemul este compatibil determinat (Cramer) pentruca A#0 ........... 3,75p
2 =3 4
4. A =[5 7 —4|=-216 ..., 3,75p
-7 9 =20
3 2 4
5. Ay, =5 5  —4|=-T2. 3,75p
-9 -7 =20
3 -3 2
6. Ax,= |5 7  5|=86 ., 3,75p
-9 9 -7
7. Finali =3y e Lo e 3,75
Inalzarexl—T—Z,xz— A_Z’X3___§ ..................... , p
O T AL o 26,25 p

Exercitiul 3

1.  Matricea coeficientilor sistemului este A = (m 1 ) .................... 3,75p
1 -m
2. Determinantul sistemului este A = |T _1 | =—(m? + 1),
A0V I E Ruiiiiii e, 3,75p
m+1 1 2
3. A= |70 |=—(m2+ 1) 3,75p
m m+1 2
4. A, |1 - |_ (M2 1) oo 3,75 p
.. Ay - (m?+1) _ By - (m?+1)
5. Finalizarex; = —% = ———2 D Lxp=-—2*= D 1........375p
O T AL o e 18,75 p
Exercitiul 4
1. Sistemul este de tip Cramer, daca A#0 ..o, 3,75p
1 4 0
2. A=10 4 -=7|#0,
4 0 m
decidm —-112#0,4m#112, m#28, m € R\ {28}....................... 3,75p
O T AL o 750 p



Exercitiul 5

1. Sistemul nu este de tip Cramer,dacaA=0 .............cceeviiiiiininn.n.. 3,75p
1 3 -1 1

2. A=|[0 2 2 |=0,adica8m+4=0,decim= B RECRTERTRRPRT 3,75p
m =2 0

O T AL o 750 p

Exercitiul 6

1. Sistemul are numai solutii nule daca A#0 ...........ooviiiiiiinnnn... 3,75p
m—-—1 1 1
2. A= 1 -2 1 #0, adica:
1 2 m+1
—2m?-3m+8+£0, m# _3im, deci me R\ {_3J—;m} ................. 3,75p
O T AL ot 750p
iy | PUNCTA
1. 22,50 p
2 26,25 p
3 18,75 p
4, 750 p
5 7,50 p
6 7,50 p
TOTAL 90 p

Se acorda 10 puncte din oficiu;
Timp de lucru 120 minute
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